РАЗДЕЛ III. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Глава 1. Дифференциальные уравнения первого порядка
§1.1. Введение
При решении различных задач математики, физики, химии и других наук часто пользуются математическими моделями в виде уравнений, связывающих независимую переменную, искомую функцию и её производные. Такие уравнения называются дифференциальными (термин принадлежит Г.Лейбницу, 1676 г.). 
Решением дифференциального уравнения называется функция, которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество.

Так, решением уравнения 
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 является функция 
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Рассмотрим некоторые общие сведения о дифференциальных уравнениях (ДУ). 

Если искомая (неизвестная) функция зависит от одной переменной, то ДУ называют обыкновенным; в противном случае − ДУ в частных производных. Далее будем рассматривать только обыкновенные ДУ.

Наивысший порядок производной, входящей в ДУ, называется порядком этого уравнения. 

Например, уравнение 
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 − обыкновенное ДУ третьего порядка, а уравнение 
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 − первого порядка; 
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 − ДУ в частных производных первого порядка.

Процесс отыскания решения ДУ называется его интегрированием, а график решения ДУ  − интегральной кривой.

Рассмотрим некоторые задачи, решение которых приводит к дифференциальным уравнениям.

§1.2.  Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям

Материальная точка массы m замедляет своё движение под действием силы сопротивления среды, пропорциональной квадрату скорости V. Найти зависимость скорости от времени. Найти скорость точки через 3 с после начала замедления, если V(0) = 100 м/с.

Решение: Примем за независимую переменную время t, отсчитываемое от начала замедления движения материальной точки V будет функцией t, т.е. 
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 воспользуемся вторым законом Ньютона (основным законом механики): 
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, где a = V´ (t) − есть ускорение движущегося тела, F − результирующая сила, действующая на тело в процессе движения.

В данном случае F = -kV2, k>0 − коэффициент пропорциональности (знак минус указывает на то, что скорость тела уменьшается). Следовательно, функция V = V(t) является решением дифференциального управления  
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. Здесь m − масса тела.
Как будет показано ниже (пример 2.5), 
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, где c − const. Найдя зависимость скорости от времени, легко найти скорость точки через 3 с после начала замедления.

Найдём сначала параметры 
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 и с. Согласно условию задачи, имеем: 
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. Следовательно, скорость точки изменяется по закону 
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Задача 2. Найти кривую, проходящую через точку (4;1), зная, что отрезок любой касательной к ней, заключённый между осями координат, делится в очке касания пополам. 

Решение: Пусть (x;y) − произвольная точка кривой, уравнение которой y = ƒ(x). Для определённости предположим, что кривая расположена в первой четверти (см. рис. 1).

Для составления дифференциально8го уравнения воспользуемся геометрическим смыслом производной: tgα есть угловой коэффициент касательной; в точке M(x;y) он равен y´ = tgα.

Таким образом, получаем 
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. Решением полученного дифференциального уравнения является функция 
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 (её график - гипербола). 
Другие задачи

Можно показать, что:

· Закон изменения массы радия в зависимости от времени («радиоактивный распад») описывается дифференциальным уравнением 
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 ─ коэффициент пропорциональности, m (t) ─ масса радия в момент t;

· «закон охлаждения тел», т.е. закон изменения температуры тела в зависимости от времени, описывается уравнением ─ 
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, где T (t) ─ температура тела в момент времени t, k ─ коэффициент пропорциональности, t0 ─ температура воздуха (среды охлаждения);

· зависимость массы x вещества, вступившего в химическую реакцию, от времени t во многих случаях описывается уравнением 
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· «закон размножения бактерий» (зависимость массы m бактерий от времени t) описывается уравнением  
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[image: image27.wmf]0

>

k

;

· закон изменения давления воздуха в зависимости от высоты над уровнем моря описывается уравнением 
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, где p(h) ─ атмосферное давление воздуха на высоте р, 
[image: image29.wmf]0

>

k

. 


Уже приведённые примеры указывают на исключительно важную роль дифференциальных уравнений при решении самых разнообразных задач.

§1.3.  Дифференциальные уравнения первого порядка

Дифференциальное уравнение первого порядка в общем случае можно записать в виде
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Уравнение связывает независимую переменную x, искомую функцию y, и её производную 
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. Если уравнение (2.1) можно разрешить относительно 
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, то его записывают в виде
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и называют ДУ первого порядка, разрешённым относительно производной. 
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Уравнение (2.2) устанавливает связь (зависимость) между координатами точки (x;y) и угловым коэффициентом y´ касательной к интегральной кривой, проходящей через эту точку. Следовательно, ДУ 
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 даёт совокупность направлений (поле направлений) на плоскости Oxy. Таково геометрическое истолкование ДУ первого порядка.

Кривая, во всех точках которой направление поля одинаково, называется изоклиной. Изоклинами можно пользоваться для приближённого построения интегральных кривых. Уравнение изоклины можно получить, если положить
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[image: image36.wmf](

)

c

y

x

f

=

;

. 

Пример 2.1. С помощью изоклин начертить вид интегральных кривых уравнения
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Решение: Уравнение изоклин этого ДУ будет 2x = c, т.е.  изоклинами здесь будут прямые, параллельные оси Oy (
[image: image38.wmf]2
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). В точках прямых проведём отрезки, образующие с осью Ox один и тот же угол α, тангенс которого равен c. Так, при 
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при 
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 уравнение изоклины 
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при 
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при 
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Построив четыре изоклины и отметив на каждой из них ряд стрелочек, наклонённых к оси Ox под определённым углом (см.рис 2), по их направлениям строим линии. Они, как видно, представляют собой семейство парабол.


Дифференциальное уравнение первого порядка, разрешённое относительно производной, можно записать в дифференциальной форме:
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где P(x;y) и Q(x;y) — известные функции. 

Интегрирование ДУ в общем случае приводит к бесконечному множеству решений (отличающихся друг от друга постоянными величинами). 


Условие, что при x = x0 функция должна быть равна заданному числу y0, т.е. y = y0 называется начальным условием. Начальное условие записывается в виде 
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Общим решением ДУ первого порядка называется функция 
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, содержащая одну произвольную постоянную и удовлетворяющая условиям:

1. Функция 
[image: image59.wmf])

;

(

c

x

j

, является решением ДУ при каждом фиксированном значении c.

2. Каково бы ни было начальное условие (2.4), можно найти такое значение постоянной 
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 удовлетворяет данному начальному условию.


Частным решением ДУ первого порядка называется любая функция 
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 при конкретном значении постоянной 
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Если общее решение ДУ найдено в неявном виде, т.е. в виде уравнения 
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, то такое решение называется частным интегралом ДУ. Уравнение 
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 в этом случае называется частным интегралом уравнения. 


С геометрической точки зрения 
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 есть семейство интегральных кривых на плоскости Oxy; частное решение 
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 — одна кривая из этого семейства, проходящая через точку 
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Задача отыскания решения ДУ первого порядка (2.3), удовлетворяющего заданному начальному условию (2.4), называется задачей Коши.

Теорема 2.1 (существования единственности решения задачи Коши). Если в уравнении (2.2) функция ƒ(x;y) и её частная производная ƒ´y(x;y) непрерывны в некоторой области D, содержащей точку 
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 этого уравнения, удовлетворяющее начальному условию (2.4).


Геометрический смысл теоремы состоит в том, что при выполнении её условий существует единственная интегральная кривая ДУ, проходящая через точку 
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Рассмотрим теперь методы интегрирования ДУ первого порядка определённого типа.

§1.4  Уравнения с разделяющимися переменными


Наиболее простым ДУ первого порядка является уравнение вида
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В нём одно слагаемое зависит только от x, а другое — от y. Иногда такие ДУ называют уравнениями с разделёнными переменными. Проинтегрировав почленно это уравнение, получаем его общий интеграл:
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Пример 2.2 Найти общий интеграл уравнения 
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Решение: Данное уравнение есть ДУ разделёнными переменными. Поэтому 
[image: image76.wmf]ò

ò

=

×

-

×

1

c

dy

y

dx

x

 или 
[image: image77.wmf]1

2

2

2

2

c

y

x

=

-

. Обозначим 
[image: image78.wmf]1

2

c

c

=

. Тогда 
[image: image79.wmf]с

y

x

=

-

2

2

 — общий интеграл ДУ.

Более общий случай описывают уравнения с разделяющимися переменными, которые имеют вид
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            (2.6)

Уравнение (2.6) легко сводится к уравнению (2.5) путём почленного деления его на 
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. Получаем общий интеграл:
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Замечания. 1. При проведении почленного деления ДУ на 
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 могут быть потеряны некоторые решения. Поэтому следует отдельно решить уравнение 
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 и установить те решения ДУ, которые не могут быть получены из общего решения,— особые решения.

2. Уравнение y΄=ƒ1(x)·ƒ2(y) также сводится к уравнению с разделёнными переменными. Для этого достаточно положить 
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3. Уравнение y΄=ƒ(ax+by+c), где a, b, с — числа, путём замены ax+by+c=u сводится к ДУ с разделяющимися переменными. Дифференцируя по x, получаем:
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Данное уравнение принимает вид 
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Интегрируя это уравнение и заменяя u на ax + by + c, получим общий интеграл исходного уравнения.

Пример 2.3. Решить уравнение 
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Решение: Преобразуем левую часть уравнения:
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Оно имеет вид (2.6). Делим обе части уравнения на 
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Решением его является общий интеграл 
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Здесь уравнение 
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 имеет вид 
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Пример 2.4. Решить уравнение y΄
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, удовлетворяющее условию 
[image: image103.wmf](
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Решение. Этот пример представляет собой решение задачи 2 из п. 1.2. Имеем: 
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Оно представляет собой, геометрически, семейство равносторонних гипербол. Выделим среди них одну, проходящую через точку (4;1). Подставим 
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Получаем: 
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Пример 2.5. Найти общее решение ДУ m·V´=−k·V2.

Решение: приведём данное уравнение к виду (2.5):
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Интегрируем: 
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 — общее решение уравнения.

§1.5. Однородные дифференциальные уравнения

К уравнению с разделяющимися переменными приводятся однородные ДУ первого порядка.

Функция ƒ(x;y) называется однородной функцией n-го порядка (измерения), если при умножении, каждого её аргумента на произвольный множитель 
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 вся функция умножится на 
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Например, функция ƒ
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[image: image126.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

y

x

f

xy

x

y

x

x

y

x

f

;

2

2

;

2

2

2

2

×

=

-

×

=

-

=

×

×

l

l

l

l

l

l

l

.

Дифференциальное уравнение y΄=
[image: image127.wmf](
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 называется однородным, если функция 
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 есть однородная функция нулевого порядка.

Покажем, что однородное ДУ (2.7) можно записать в виде 

y΄
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                                 (2.8)

Если 
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Однородное уравнение (2.8) преобразуется в уравнение с разделяющимися переменными при помощи замены переменной (подстановки)
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Действительно, подставив 
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. Получим общее решение (интеграл) исходного уравнения.

Однородное уравнение часто задаётся в дифференциальной форме:
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                        (2.10)

ДУ  (2.10) будет однородным, если 
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Переписав уравнение (2.10) в виде 
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 и применив в правой части рассмотренное выше преобразование, получим уравнение 
[image: image145.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

¢

x

y

y

j

.

При интегрировании уравнений вида (2.10) нет необходимости предварительно приводить их (но можно) к виду (2.8): подстановка (2.9) сразу преобразует уравнение (2.10) в уравнение с разделяющимися переменными.

Пример 2.6. Найти общий интеграл уравнения
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Решение: Данное уравнение однородное, т.к. функции 
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Положим 
[image: image149.wmf]x

u

y

×

=

. Тогда 
[image: image150.wmf]dx

u

du

x

dy

×

+

×

=

. Подставляем в исходное уравнение:


[image: image151.wmf](

)

,

2

2

2

2

2

dx

u

ux

x

du

x

ux

x

dx

x

u

x

×

×

×

+

×

×

×

+

×

-



[image: image152.wmf](

)

,

0

3

2

2

1

2

2

2

=

×

+

×

+

-

du

ux

dx

u

u

x



[image: image153.wmf](
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— уравнение с разделяющимися переменными. Делим переменные
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Обозначим 
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 — общий интеграл исходного уравнения.

§1.6.  Линейные дифференциальные уравнения


Дифференциальное уравнение первого порядка называется линейным, если его можно записать в виде
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 — заданные функции, в частности — постоянные.


Особенность ДУ (2.11): искомая функция y и её производная 
[image: image165.wmf]y
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 входят в уравнение первой степени, на перемножаясь между собой.


Рассмотрим два метода интегрирования ДУ (2.11) — метод И. Бернулли м метод Лагранжа.

Метод И. Бернулли


Решение уравнения (2.11) ищется в виде произведения двух других функции, т.е. с помощью подстановки 
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Подберём функцию 
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Ввиду свободы выбора функции 
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Подставляя найденную функцию v  в уравнение (2.12), получаем
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Получено уравнение с разделяющимися переменными. Решаем его:
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Возвращаясь в переменной y, получаем решение
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исходного ДУ (2.11).

Пример 2.8. Проинтегрировать уравнение 
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Решение: Полагаем 
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Теперь решаем уравнение 
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Итак, общее решение данного уравнения есть 
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Метод Лагранжа (метод вариации произвольной постоянной)


Уравнение (2.11) интегрируется следующим образом.

Рассмотрим соответствующее уравнение без правой части, т.е. уравнение 
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Таким образом, 
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Метод вариации произвольной постоянной состоит в том, что постоянную с в полученном решении заменяем функцией 
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Для удобства записи будем использовать обозначение 
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Находим производную:
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Подставляем значения y и 
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 в уравнение (2.11):
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Второе и третье слагаемое взаимно уничтожаются, и уравнение примет вид 
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Следовательно,
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Интегрируя, находим:
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Подставляя выражение 
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Естественно, та же формула была получена методом Бернулли (ср. с (2.13))

Пример 2.9. Решить пример 2.8 методом Лагранжа.

Решение: Решаем уравнение 
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Тогда
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Замечание. Уравнение вида 
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Пример 2.10. Найти общее решение уравнения 
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Решение. Учитывая, что 
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Применим подстановку 
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Находим функцию v: 
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Значит, общее решение данного уравнения:
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§1.7. Уравнение Бернулли


Уравнение вида 
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           (2.15) 
называется уравнением Бернулли. 

Покажем, что его можно привести в линейному.

Если 
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В общем случае, разделив уравнение (2.15) на 
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  (2.16) 
Обозначим 
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Последнее уравнение является линейным относительно z. Решение его известно. Таким образом, подстановка 
[image: image274.wmf]z
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 сводит уравнение (2.15) к линейному. На практике ДУ (2.15) удобнее искать методом И. Бернулли в виде 
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§1.8.  Уравнение в полных дифференциалах. Интегрирующий множитель


Уравнение

                                   
[image: image276.wmf](
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                       (2.17) 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть есть полный дифференциал некоторой функции 
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В этом случае ДЦ (2.17) можно записать в виде 
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Приведем условие, по которому можно судить, что выражение 


[image: image281.wmf](
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есть полный дифференциал.

Теорема 2.2. Для того чтобы выражение 
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)

(

)

dy

y

x

Q

dx

y

x

P

;

;

+

=

D

, где функции 
[image: image283.wmf](

)

y

x

P

;

 и 
[image: image284.wmf](

)

y

x

Q

;

 и их частные производные 
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                              (2.19)

Необходимость. Пусть 
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 есть полный дифференциал, т.е.
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Учитывая, что 
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Дифференцируя эти равенства по y и x соответственно, получаем
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А так как смешанные частные производные 
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 равны между собой, получаем (2.19).

Достаточность. Пусть в области D выполняется условие (2.19). Покажем, что существует функция 
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Найдём эту функцию. Искомая функция должна удовлетворять требованиям:
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            (2.20)

Если в первом уравнении (2.20) зафиксировать y и проинтегрировать его по x, то получим:
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      (2.21)

Здесь произвольна постоянная 
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Используя второе равенство (2.20), можно записать:
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Отсюда

                                     
[image: image307.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

y

dx

y

x

P

y

x

Q

y

¢

-

=

¢

ò

;

;

j

.          


                 (2.22)

В равенстве (2.22) левая часть зависит от y, Покажем, что и правая часть равенства зависит только от y. Для этого продифференцируем правую часть по x и убедимся, что производная равна нулю. Действительно,
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в силу условия (2.19). Из равенства (2.22) находим 
[image: image311.wmf](

)

y

j

:


[image: image312.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

=

c

dy

dx

y

x

P

y

y

x

Q

y

;

;

j

, с — const.

Подставляя найденное значение для 
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Пример 2.11. Решить уравнение 
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Решение: Запишем уравнение в дифференциальной форме:
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Здесь 
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Следовательно, данное уравнение есть уравнение в полных дифференциалах. Условия (2.20) будут здесь выглядеть так
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Отсюда имеем
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Далее
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Общим интегралом является 
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Глава 2. Дифференциальные уравнения высших порядков
§2.1. Основные понятия


Дифференциальные уравнения порядка выше первого называются ДУ высших порядков.  ДУ второго порядка в общем случае записывается в  виде






F ( x; y; y´; y˝) = 0





 (3.1)
или если это возможно, в виде разрешённом относительно старшей производной:






y˝ = f ( x; y; y´).





(3.2)

Будем в основном рассматривать уравнение вида ( 3.2 ): от него всегда можно перейти к (3.1).


Решением ДУ (3.2) называется всякая функция 
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, которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество.


Общим решением ДУ (3.2) называется функция y = 
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2.  Каковы бы ни были начальные условия







[image: image344.wmf]0

0

00

,´´

xx

xx

yyyy

=

=

==

, 



(3.3)
существуют единственные значения постоянных 
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Всякое решение y = 
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Решения ДУ (3.2),записанные в виде Ф(x;y;
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График всякого решения ДУ второго порядка называется интегральной кривой. Общее решение ДУ (3.2) представляет собой множество интегральных кривых; частное решение  - одна интегральная кривая этого множества, проходящая через точку (
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[image: image365.wmf]0

x
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Как и в случае уравнения первого порядка, задача нахождения решения ДУ (3.2), удовлетворяющего заданным начальным условиям (3.3), называется задачей Коши.
Теорема 3.1 (существования и единственности задачи Коши). Если в уравнении (3.2) функция  f (x; y; y´ )  и её частные производные f 
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 D  существует единственное решение  

 y = 
[image: image370.wmf])
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уравнения (3.2), удовлетворяющее начальным условиям (3.3).


Аналогичные понятия и определения имеют место для ДУ n – го порядка, которое в общем виде записывается как
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если его можно разрешить относительно старшей производной.


Начальные условия для ДУ (3.4) имеют вид
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(3.5)

Общее решение ДУ n-го порядка является функцией вида 
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содержащей n произвольных, не зависящих от x постоянных.


Решение ДУ (3.4), получающееся из общего решения при конкретных значениях постоянных 
[image: image376.wmf]
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, называется частным решением.


Задача Коши   для ДУ n-го порядка:  найти решение ДУ (3.4), удовлетворяющее начальным условиям (3.5). 


Проинтегрировать (решить) ДУ n-го порядка означает следующее: найти его общее или частное решение (интеграл) в зависимости от того, заданы начальные условия или нет.


Задача нахождения решения ДУ n-го порядка сложнее, чем первого. Поэтому рассмотрим лишь отдельные виды ДУ высших порядков.

§2.2.  Уравнения, допускающие понижения порядка

Одним из методов интегрирования ДУ высших порядков является метод понижения порядка. Суть метода состоит в том, что с помощью замены переменной (подстановки) данное ДУ сводится к уравнению, порядок которого ниже.


Рассмотрим три типа уравнений, допускающих понижения порядка.

I. Пусть дано уравнение, в котором отсутствует первая производная
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Порядок можно понизить, введя новую функцию p(x), положив  y´ = p(x) .

Тогда y´´ = p´ (x)  и получаем ДУ первого порядка: p´ = f(x).  Решив его,     т.е. найдя функцию  p = p(x), решим уравнение y´ = p(x). Получим общее решение заданного уравнения (3.6).


На практике поступают иначе: порядок понижается непосредственно путём последовательного интегрирования уравнения.


Так как y´´ =(y´)´ = 
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   - общее решение данного уравнения.


Если дано уравнение
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то проинтегрировав его последовательно n раз, найдём общее решение уравнения: 
[image: image385.wmf].

...

)!

2

(

)!

1

(

)

(

2

2

1

1

n

n

n

n

c

n

x

c

n

x

c

x

y

+

+

-

×

+

-

×

+

=

-

-

j



Пример 3.1.   Решить уравнение  
[image: image386.wmf]x
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Решение: Последовательно интегрируя четыре раза данное уравнение, получим
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II. Пусть дано уравнение, не содержащее явно искомой функции y.
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Обозначим y´=p, где p = p(x) – новая неизвестная функция. Тогда 
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Частным случаем уравнения (3.7) является уравнение
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не содержащее также и независимую переменную x.  Оно интегрируется тем же способом: 
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Если заданно уравнение вида
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(3.9)

Которое также не содержит искомой функции, то его порядок можно понизить на k единиц, положив 
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С помощью замены 
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  это уравнение сводится к ДУ первого порядка.

Пример 3.2.     Решить уравнение  y´´ - 
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 Решение: Полагаем y´=p, где p = p(x), y´´=p´.
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 Интегрируя, получим 
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   Возвращаясь к исходной переменной, получим 
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III. Рассмотрим уравнение 
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которое не содержит явно независимой переменной x.


Для понижения порядка уравнения введём новую функцию p = p(y), зависящую от переменной y, полагая y´= p.  Дифференцируем это равенство по х, учитывая, что p = p(y(x)):
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т.е. 
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  Теперь уравнение (3.10) запишется в виде 
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- ДУ с разделяющимися переменными.  Интегрируя его, находим общий интеграл уравнения (3.10) :
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Частным случаем уравнения (3.10) является ДУ
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Такое уравнение решается при помощи аналогичной подстановки: y´=p(y), 
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Так же поступаем при решении уравнения  
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  Его порядок можно понизить на единицу, положив y´ = p, где  p = p(y). По правилу  дифференцирования сложной функции находим 
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Замечание.  Уравнение (3.8)  также можно решать, применяя подстановку  y´= p, где p = p(y).

 Пример 3.3  Найти частное решение уравнения  y´´ - (y´)
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Решение:  Уравнение имеет вид (3.10).  Положив y´= p(y),  y´´=
[image: image427.wmf]
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  получили линейное ДУ первого порядка .


Проведём решение полученного линейного ДУ методом Бернулли
 (п.2.4).  Полагаем 
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Подберём функцию v так, чтобы v´- v = 0. Тогда 
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Интегрируя это равенство, находим ,что 
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Следовательно,
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Заменяя p на y´, получаем: y´=
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Имеем y´=y.  Отсюда y = c
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§2.3 Линейные дифференциальные уравнения высших порядков


Многие задачи математики, механики, электротехники и других технических наук приводят к линейным дифференциальным уравнениям.


Уравнение вида 
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где 
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   заданные функции (от х), называется линейным ДУ n-го порядка.


Оно содержит искомую функцию y и все её производные лишь в первой степени.  Функции  
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 называются коэффициентами уравнения (3.11), а функция  g(x) его свободным членом .

Если свободный член  
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 то уравнение (3.11) называется линейным однородным уравнением; если g(x) ≠ 0, то уравнение (3.11) называется неоднородным.


Разделив уравнение (3.11) на b
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Запишем уравнение (3.11) в виде приведенного:
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(3.12)


Далее будем рассматривать линейные ДУ вида (3.12) и считать, что коэффициенты и свободный член уравнения (3.12) являются непрерывными функциями (на некотором интервале (a;b)). При этих условиях справедлива теорема существования и единственности решения ДУ (3.12) (см. теорему.3.1).

§2.4. Линейные однородные ДУ второго порядка

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение (ЛОДУ) второго порядка:
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И установим некоторые свойства его решений.
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 являются частными решениями  уравнения (3.13), то решением этого уравнения является также функция 
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где 
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и ее производные в левую часть ЛОДУ (3.13). Получаем:
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так как функции 
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  решения уравнения (3.13) и, значит, выражения в скобках тождественно равны нулю.


Таким образом, функция 
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Из теоремы 3.2, как следствие вытекает, что если 
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Функция (3.14) содержит две произвольные постоянные и является решением уравнения (3.13). Может ли она являться общим решением уравнения (3.13)?


Для ответа на вопрос введём понятие линейной зависимости и линейной независимости функций.
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Если хотя бы одно из чисел 
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Средством изучения линейной зависимости системы функции является так называемый определитель Вронского или вронскиан (Ю. Вронский – польский математик).


Для двух дифференцируемых функций 
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Имеют место следующие теоремы.

Теорема 3.3.  Если дифференцируемые функции 
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 линейно зависимы на (a;b), то определитель Вронского на этом интервале тождественно равен нулю.
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Теорема 3.4.  Если функции 
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 линейно независимые решения уравнения (3.13) на (a;b), то определитель Вронского на этом этапе нигде не обращается в ноль.


Из теорем 3.3 и 3.4 следует что вронскиан не равен нулю ни в одной точке интервала(a;b) тогда и только тогда, когда частные решения линейно независимы.


Совокупность любых двух линейно независимых на интервале (a;b) частных решений 
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 ЛОДУ второго порядка определяет фундаментальную систему решений этого уравнения: любое произвольное решение может быть получено как комбинация 
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Пример 3.4.  Частные решения 
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 (их бесчисленное множество!) уравнения   y´´+ y = 0 образуют фундаментальную систему решений; решения же 
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Теперь можно сказать, при каких условиях функция (3.14) будет общим решением уравнения (3.13).

Теорема 3.5 (структура общего решения ЛОДУ второго порядка). Если два частных решения 
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 ЛОДУ (3.13) образуют на интервале (a;b) фундаментальную систему, то общим решением этого уравнения является функция 
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где  
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 произвольные постоянные.


Согласно теореме 3.2, функция (3.16) является решением уравнения (3.13). Остаётся доказать, что это решение общее, т.е. что из него можно выделить единственное частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям
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Подставив начальные условия (3.17) в решение (3.14), получим систему уравнений
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Определитель этой системы
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равен значению вронскиана W(x) при 
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Так как решения 
[image: image535.wmf])

(

1

x

y

 и 
[image: image536.wmf])

(

2

x

y

 образуют фундаментальную систему решений на (a;b) и 
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, то согласно теореме 3.4,  W(x
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) ≠ 0. Поэтому система уравнений имеет единственное решение:


[image: image539.wmf]0

0

2

0

0

1

0

0

2

2

0

2

0

0

2

0

0

0

1

1

´

)

(

´

)

(

)

(

1

c

        

,

)

(

´

´

)

(

)

(

1

y

x

y

y

x

y

x

W

c

x

y

y

x

y

y

x

W

с

с

×

=

=

×

=

=

.

Решение 
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 является частным решением (единственным, в силу теоремы единственности) уравнения (3.13), удовлетворяющим начальным условиям (3.17). Теорема доказана.


Пример 3.5. На основании теоремы 3.5 общим решением уравнения 

y´´+ y = 0 (см. пример 3.4) является функция 
[image: image541.wmf]x

c

x

c

y

cos

sin

2

1

+

=

.

§2.5. Линейные однородные ДУ n – го порядка 
Полученные результаты можно распространить на линейные однородные дифференциальные уравнения n-го порядка, имеющие вид.
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(3.18)

1.  Если функция 
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 являются частными решениями  уравнения (3.18), то его решением является и функция 
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3. Определитель Вронского имеет вид
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4. Частные решения 
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 уравнения (3.18) образуют фундаментальную систему решений на (a;b), если ни в одной точке этого интервала вронскиан не обращается в ноль, т.е. W(x) ≠ 0 для всех 
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5.  Общее решение ЛОДУ (3.18) имеет вид
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 - частные решения уравнения (3.18) образующие фундаментальную систему.

Пример 3.6.  Показать, что функции 
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 образуют фундаментальную систему решений некоторого ЛОДУ третьего порядка (дополнительно: составить это уравнение).

Решение: Найдём W(x):
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Ясно, что W(x) ≠ 0 для всех 
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 Следовательно данные функции образуют фундаментальную систему решений ЛОДУ третьего порядка. В общем виде ЛОДУ третьего порядка выглядит так:
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Подставив функции 
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 в это уравнение, получим систему из трёх уравнений  относительно функций 
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Глава 3. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка
§3.1. Интегрирование ЛОДУ второго порядка с постоянными  коэффициентами 

Частным случаем рассмотренных выше линейных однородных дифференциальных уравнений являются ЛОДУ с постоянными коэффициентами.


Пусть дано ЛОДУ второго порядка 
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(4.1)

где p и q постоянны.


Для нахождения общего решения уравнения (4.1) достаточно найти два его частных решения, образующих фундаментальную систему (см. теорему 3.5).


Будем искать частные решения уравнения (4.1) в виде







[image: image567.wmf]kx

e

y

=

,

где k – некоторое число (предложено Л. Эйлером). Дифференцируя эту функцию два раза и подставляя выражения для y, y´  и  y´´ в уравнение (4.1), получим: 
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Уравнение (4.2) называется характеристическим уравнением ДУ (4.1) (для его составления достаточно в уравнении (4.1) заменить y´´,y´ и y соответственно на k
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,k и 1).


При решении характеристического уравнения (4.2) возможны следующие три случая.


Случай 1.  Корни 
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 уравнения (4.1) действительные и различные:
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В этом случае частным решением уравнения (4.1) являются функции 
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Следовательно, общее решение уравнения (4.1), согласно формуле (3.16), имеет вид
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Пример 4.1.  Решить уравнение  y´´- 5y´ + 6y=0.

Решение: Составим характеристическое уравнение: 
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Решаем его:  
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 Записываем общее решение данного уравнения:  
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 произвольные постоянные (формула (4.3)).


Случай 2. Корни 
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В этом случае имеем лишь одно частное решение 
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Действительно, подставим функцию y
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 в уравнение (4.1). Имеем:
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Но 
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Поэтому 
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Частные решения 
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 образуют фундаментальную систему решений:  
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 Следовательно в этом случае общее решение ЛОДУ (4.1) имеет вид
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(4.4)

Случай 3.  Корни 
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В этом случае частным решением уравнения (4.1) являются функции 
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Имеем
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Найдём два действительных частных решения уравнения (4.1). Для этого составим две линейные комбинации решений  
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Функция 
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 являются решениями уравнения (4.1), что следует из свойств решения ЛОДУ второго порядка (см. теорему 3.2). Эти решения 
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(4.5)

Пример 4.2.  Решить уравнение  y´´-6y´+25y=0.

Решение:  Имеем 
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 По формуле (4.5) получаем общее решение уравнения:
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Таким образом, нахождение общего решения ЛОДУ второго порядка с постоянными коэффициентами (4.1) сводится к нахождению корней характеристического уравнения(4.2) и использования формул(4.3)-(4.5) общего решения уравнения (не прибегая к вычислению интегралов).

§3.2. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения (ЛНДУ). Структура общего решения ЛНДУ второго порядка



Рассмотрим ЛНДУ второго порядка
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где 
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 заданные, непрерывные на (a;b) функции. Уравнение
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Левая часть которого совпадает с левой частью ЛНДУ (5.1), называется соответствующим ему однородным уравнением.
Теорема 5.1 (структура решения ЛНДУ). Общим решением  у  уравнения (5.1) является сумма его произвольного частного решения  у*  и общего решения  ŷ=с1у1+с2у2  соответствующего однородного уравнения (5.2), т.е.


у = у* + ŷ.

(5.3)

Убедимся, что функция (5.3) – решение уравнения (5.1). Так как  у* есть решение уравнения (5.1), а  ŷ – решение уравнения (5.2), то 

(y*)′′+a1 (x)(y*)′+a2(x)y*=f(x) и  (ŷ) ′′+a1(x)( ŷ) ′+a2(x) ŷ =0.

В таком случае имеем:

(y*+ ŷ)′′ +a1(x)(y*+ ŷ) ′+ a2(x) (y*+ ŷ)=

=(( y*)′′+ a1(x)(y*)′+ a2(x)y*)+(( ŷ) ′′+ a1(x)( ŷ) ′+ a2(x) ŷ)=f(x)+0=f(x).

Это означает, что функция (y*+ ŷ) является решением уравнения (5.1). Покажем теперь, что функция


y=y*+ с1у1+с2у2

(5.4)
является общим решением уравнения (5.1). Для этого надо доказать, что из решения (5.4) можно выделить единственное частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям:


y(x0)=y0,  y′ (x0)=
[image: image624.wmf],
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Продифференцировав функцию (5.4) и подставив начальные условия (5.5) в функцию (5.4) и ее производную, получим систему уравнений:
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где у0= у(х0) , 
[image: image626.wmf])
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Решение 
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 является частным решением уравнения (5.1), удовлетворяющим заданным начальным условиям (5.5). Теорема доказана.



§3.3. Метод вариации произвольных постоянных

Рассмотрим ЛНДУ (5.1). Его общим решением является функция (5.3), т.е.

у = у* + ŷ .

Частное решение   у*  уравнения (5.1) можно найти, если известно общее решение  ŷ  соответствующего однородного уравнения (5.2), методом вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа). Пусть  ŷ = с1у1(x)+с2у2(x)  -общее решение уравнения (5.2). Заменим в общем решении постоянные  с1  и   с2    неизвестными функциями с1(x)+с2(x) и подберем их так, чтобы функция
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(5.6)

была решением уравнения (5.1). Найдем производную
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Подберем функции с1(x) и с2(x) так, чтобы
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Тогда
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Подставляя выражения для 
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или
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Поскольку  y1(x) и y2(x)- решения уравнения (5.2), то выражения в квадратных скобках равны нулю, а потому
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Таким образом, функция (5.6) будет частным решением у* уравнения (5.1), если функции с1(х) и с2(х) удовлетворяют системе уравнений (5.7) и(5.8):
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 (5.9)

Определитель системы 
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 так как это определитель Вронского для фундаментальной системы частных решений y1(x) и y2(x) уравнения (5.2). Поэтому система (5.9) имеет единственное решение: 
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 -некоторые функции от х. Интегрируя эти функции, находим с1(х) и с2(х) , а затем по формуле (5.6) составляем частное решение уравнения (5.1).

Пример 5.1. Найти общее решение уравнения 
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Решение: Найдем общее решение ŷ соответствующего однородного уравнения 
[image: image647.wmf].
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 Имеем: k2+1=0, k1=i, k2=-i. Следовательно, ŷ =c1·cos x+ c2·sin x . Найдем теперь частное решение y* исходного уравнения. Оно ищется в виде (5.6):                   y* =c1(x) · cos x+ c2(x) · sin x . Для нахождения  с1(х) и с2(х) составляем систему уравнений вида (5.9):
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Решаем ее:


[image: image649.wmf]ò

ò

=

×

=

=

D

D

=

¢

=

-

=

-

=

D

D

=

¢

=

-

=

D

-

=

=

D

=

+

=

-

=

D

.

x

dx

)

x

(

c

,

)

x

(

c

|;

x

cos

|

ln

dx

)

tgx

(

)

x

(

c

,

tgx

)

x

(

c

;

x

cos

x

sin

x

cos

,

tgx

x

cos

x

cos

x

sin

,

x

sin

x

cos

x

cos

x

sin

x

sin

x

cos

1

1

1

1

0

1

0

1

2

2

2

1

1

1

2

1

2

2


Запишем частное решение данного уравнения: y*=ln|cos x| · cos x+x · sin x.

Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид

y=( ŷ+y*)= c1·cos x+ c2·sin x +cos x · ln|cos x|+x · sin x.

При нахождении  частных решений ЛНДУ полезна следующая теорема.

Теорема 5.2 (о наложении решений). Если правая часть уравнения (5.1) представляет собой сумму двух функций: f(x)=f1(x)+ f2(x), а  
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 частные решения уравнений  
[image: image652.wmf])

x

(

f

y

)

x

(

a

y

)

x

(

a

y

1

2

1

=

×

+

¢

×

+

¢

¢

 и  
[image: image653.wmf])

x

(

f

y

)

x

(

a

y

)

x

(

a

y

2

2

1

=

×

+

¢

×

+

¢

¢

 соответственно, то функция 
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 является решением данного уравнения.
Действительно,
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§3.4. Интегрирование ЛНДУ второго порядка с постоянными коэффициентами и правой частью специального вида

Рассмотрим ЛНДУ второго порядка с постоянными коэффициентами, т.е. уравнение

                               

[image: image656] ,

(5.10)

где p и q - некоторые числа. 

Согласно теореме  5.1 ,общее решение уравнения (5.10) представляет собой сумму общего решения  ŷ  соответствующего однородного уравнения и частного решения   у*  неоднородного уравнения. Частное решение уравнения (5.10) может быть найдено методом вариации произвольных постоянных (п. 5.2).

Для уравнений с постоянными коэффициентами (5.10) существует более простой способ нахождения y* , если правая часть  f(x) уравнения (5.10) имеет так называемый «специальный вид»: 

1. f(x) = Pn(x)·eαx 
или 

2. f(x) = eαx · (Pn(x) ·cos βx + Qm(x) ·sin βx).

Суть метода, называемого методом неопределенных коэффициентов, состоит в следующем: по виду правой части  f(x) уравнения (5.10) записывают ожидаемую форму частного решения с неопределенными коэффициентами, затем подставляют ее в уравнение (5.10) и из полученного тождества находят значения коэффициентов. 

Случай 1. Правая часть (5.10) имеет вид . f(x) = Pn(x)·eax , где a принадлежит R, Pn(x) - многочлен степени n. Уравнение (5.10) запишется в виде 

                          y'' + p·y' + q·y = Pn(x) ·eαx .                            
   (5.11)
В этом случае частное решение y*  ищем в виде: 

                                                        y* = xr·Qn(x) ·eax,                                      
     (5.12)

где r - число, равное кратности α как корня характеристического уравнения

 k2 + pk + q = 0  (т.е. r- число, показывающее, сколько раз α является корнем уравнения  k2 + pk + q = 0  ),  а  Qn(x)=A0 xn + A1 xn-1+…+ An – многочлен степени n, записанный с неопределенными коэффициентами Ai (i=1,2,…,n).
а) Пусть α не является корнем характеристического уравнения k2 + pk + q = 0,

т.е.  α ≠ k1,2. Следовательно,  r = 0,   

y* = Qn(x)·eαx  ,

(y*)' = Qn' (x) ·eαx + Qn(x) ·eαx ·α
(y*)'' = Qn'' (x) ·eαx + 2Qn' (x) ·eαx ·α + 2Qn(x) ·eαx ·α2.

После подстановки функции y* и ее производных в уравнение (5.11), сокращения на eax , получим 

                  Qn'' (x) + (2α + p) · Qn' (x) + (α2 +pα + q) ·Qn(x) = Pn(x).      
       (5.13)
Слева - многочлен степени n с неопределенными коэффициентами, справа - многочлен степени n, но с известными коэффициентами. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получим систему (n + 1) алгебраических уравнений для определения коэффициентов  А0 , А1 ,…Аn .

б) Пусть α является однократным (простым) корнем характеристического уравнения k2 + pk + q = 0,  т.е.  α ≠ k1,2 .
В этом случае искать решение в форме y*=Qn(x) ·eαx  нельзя, т.к. α 2 + pα + q = 0,и уравнение (5.13) принимает вид :

Qn'' (x) + (2α + p) · Qn' (x) = Pn(x) .

В левой части - многочлен степени (n - 1), в правой части - многочлен степени n. Чтобы получить тождество в решении y*, нужно иметь многочлен степени (n+1). Поэтому частное решение y*  следует искать решение в виде y* = x·Qn(x)eax    (в равенстве (5.12) положить  
r = 1) .

в) Пусть α  является двукратным корнем характеристического уравнения 
k2 + pk + q = 0,  т.е.  α = k1,2 . В этом случае  α 2 + pα + q = 0  и  2α + p=0  а поэтому уравнение (5.13)  принимает вид Qn'' (x) = Pn(x). 

Слева стоит многочлен степени n - 2. Понятно, чтобы иметь слева многочлен степени n, частное решение y* следует искать в виде 

y* = x2 Qn(x) eax (в равенстве (5.12) положить r = 2) .

Случай 2. Правая часть (5.10) имеет вид 

f(x) = eax · (  Pn(x) ·  cos βx + Qn(x) · sinβx  ) ,

где Pn(x) и  Qn(x) – многочлены степени n и m соответственно, α и β – действительные числа. Уравнение (5.10) запишется в виде:


(5.14)

Можно показать, что в этом случае частное решение y* уравнения (5.14) следует искать в виде:


(5.15)

где r- число, равное кратности α+βi как корня характеристического уравнения          
k2 + pk + q = 0 ,  M1(x)  и  N1(x) –многочлены степени l с неопределенными коэффициентами, l-наивысшая степень многочлена  Pn(x)  и   Qn(x),т.е. l=max(n,m).


Замечания.

1. После подстановки функции (5.15) в (5.14) приравнивают многочлены, стоящие перед одноименными тригонометрическими функциями в левой и правой частях уравнения.

2. Форма (5.15) сохраняется и в случаях, когда  Pn(x)≡0 или Qn(x) ≡0.

3. Если правая часть уравнения (5.10) есть сумма функций вида I или II, то для нахождения y* следует использовать теорему 5.2 о нахождении решений.

Пример 5.2. Найти общее решение уравнения 
[image: image657.wmf].
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Решение: Найдем общее решение  ŷ  ЛНДУ  
[image: image658.wmf].
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 Характеристического уравнения  k2-2k+1=0 имеет корень k1=1 кратности 2. Значит, ŷ=с1·ex+c2·x· ex. Находим частное решение исходного уравнения, В нем правая часть x-4=(x-4) ·e0·x
есть формула вида P1(x) · e0·x  , причем α=0, не является корнем характеристического уравнения: α≠ k1. Поэтому, согласно формуле (5.12), частное решение y*  ищем в виде

y*  = Q1(x) · e0·x  ,т.е. y*  =Ax+B, где А и В – неопределенные коэффициенты. Тогда
  
[image: image659.wmf].
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Подставив  y*  , 
[image: image660.wmf])
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 в исходное уравнение, получим

-2А+Ах+В=х-4 , или  Ax+(-2A+B)=x-4.
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  х ,получаем систему уравнений:
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Отсюда  A = 1, B = -2. Поэтому частное решение данного уравнения имеет вид 

y*  =  х-2. Следовательно, y=( ŷ+y*)= с1 ex + с2 ex +х-2  -искомое общее решение уравнения.

Пример 5.3. Решение уравнения  
[image: image663.wmf].
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Решение: Общее решение ЛНДУ имеет вид  y=( ŷ+y*). Находим решение однородного уравнения ŷ: 
[image: image664.wmf].
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 Характеристическое уравнение 
[image: image665.wmf]0
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 имеет корни 
[image: image666.wmf].
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 Следовательно,

ŷ= e2x·(c1 ·cos3x+c2·sin 3x).


Находим частное решение y*. Правая часть ЛНДУ в нашем случае имеет вид f(x)= e0·x·(40 · cos3x+0·sin 3x). Так как α=0,  β=3, α+ βi=3i  не совпадает с корнем характеристического уравнения, то r = 0. Согласно формуле (5.15), частное решение ищем в виде  y*  = А ·cos3x+В·sin 3x. Подставляем  y*  в исходное уравнение. Имеем:
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Получаем:
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или


[image: image669.wmf].
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Отсюда имеем:
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Следовательно, А = 1,  В = -3. Поэтому 
[image: image671.wmf].
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 И наконец, 

y= e2x·(c1 ·cos3x+c2·sin 3x)+ cos3x-3·sin 3x  

общее решение уравнения.

Пример 5.4.(Для самостоятельного решения.) Для предложенных дифференциальных уравнений получить вид частного решения:

a) 
[image: image672.wmf];

e

y

y

y

x

+

=

+

¢

-

¢

¢

5

2

3


b) 
[image: image673.wmf];

y

y

y

2

2

=

+

¢

-

¢

¢


c) 
[image: image674.wmf];

x

cos

x

sin

y

y

7

2

4

+

=

+

¢

¢


d) 
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Ответы: a)
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Глава 4.  Линейные однородные системы дифференциальных уравнений

§4.1. Решение систем с помощью метода исключения
Простейшая однородная система дифференциальных уравнений первого порядка имеет следующий вид:
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Числовые коэффициенты 
[image: image682.wmf]ij
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 - любые действительные числа. В частности, один, несколько или даже все коэффициенты могут быть нулевыми.
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 - неизвестные функции. В качестве независимой переменной выступает переменная t. 
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 и 
[image: image685.wmf]dy

dt

 – первые производные неизвестных функций.

Что значит решить систему дифференциальных уравнений? Это значит, найти такие функции 
[image: image686.wmf](),()
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, которые удовлетворяют и первому, и второму уравнению системы. Принцип очень похож на обычные системы линейных уравнений. Только там корнями являются числа, а здесь – функции.

Найденный ответ записывают в виде общего решения системы дифференциальных уравнений:
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Для системы дифференциальных уравнений можно решить задачу Коши, то есть, найти частное решение системы, удовлетворяющее заданным начальным условиям. Частное решение системы тоже записывают с фигурными скобками.

Пример. Решить задачу Коши для системы дифференциальных уравнений  
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с начальными условиями  
[image: image689.wmf](0)3,(0)0
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.
Решение. Решим систему методом исключения. Суть метода – свести систему к одному дифференциальному уравнению. 

Алгоритм решения стандартен:

1) Берем второе уравнение системы  и выражаем из него x: 
[image: image690.wmf]3

dy
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dt
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  (*).

Данное уравнение нам потребуется ближе к концу решения, поэтому пометим его звёздочкой. 

2) Дифференцируем по t обе части полученного уравнения и получаем:


[image: image691.wmf]2
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3) Подставим в первое уравнение системы полученные выражения для 
[image: image692.wmf]()
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 и 
[image: image693.wmf]dx
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и проведём максимальные упрощения:
[image: image695.png]13
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ar dr




Получено обычное  однородное уравнение второго порядка  с постоянными коэффициентами. Со «штрихами» оно записывается так: [image: image696.png]


.

Составим и решим характеристическое уравнение: 

[image: image697.png]A-a-2=0
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[image: image698.png]


 – получены различные действительные корни, поэтому:

[image: image699.wmf]2
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.
Одна из функций найдена.

4) Ищем функцию 
[image: image700.wmf]()
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. Для этого берём уже найденную функцию 
[image: image701.wmf]2
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и находим её производную. Дифференцируя по t, получим:
[image: image702.png]V() = (Ce™ +Cpe™) = —Cle™ + 206"





Подставим полученные выражения для 
[image: image703.wmf]()
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 и 
[image: image704.wmf]dy
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или короче:: 
[image: image706.wmf]2
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5) Обе функции найдены, запишем общее решение системы:

[image: image707.png]) =4Ce™ +Cpe™
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6) Найдем частное решение, соответствующее начальным условиям 
[image: image708.wmf](0)3,(0)0

xy

==

.
[image: image709.png]3
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Ответ. Частное решение системы:  
[image: image710.wmf]2
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§4.2. Решение линейных однородных систем дифференциальных уравнений с помощью матриц

Пусть дана система двух дифференциальных уравнений с двумя неизвестными функциями, с постоянными коэффициентами:
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или 
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(6.10)

Эту систему можно записать в матричном виде:

[image: image713.wmf]dX
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[image: image714.wmf]1112

2122

aa

A

aa

æö

=

ç÷

èø

; 

[image: image715.wmf]()
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Будем искать решение в виде экспонент: 
[image: image717.wmf]1
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 подлежат определению.

Конечно, существует тривиальное решение системы:  
[image: image720.wmf]()0
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. Но нас интересуют нетривиальные решения, соответствующие ненулевым векторам 
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 и, подставляя функции и их производные в уравнения системы (6.10), получим после переноса членов в правую часть и сокращения на 
[image: image726.wmf]t
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(6.11)

Система (6.11) имеет ненулевое решение в случае, если определитель её равен нулю:


[image: image728.wmf]1112
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(6.12)
Уравнение (6.12) называется характеристическим уравнением системы. В нашем случае это квадратное уравнение, которое с учетом кратности имеет два корня 
[image: image729.wmf]1
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 и 
[image: image730.wmf]2
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Допустим, что эти корни различны: 
[image: image731.wmf]12
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. Каждому характеристическому корню 
[image: image732.wmf]k
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 соответствует свой собственный вектор 
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 и 
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Мы получили фундаментальную систему решений. Общее решение таково:


[image: image736.wmf]1122
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Случаи комплексных и кратных корней рассмотрим на примерах.

Пример 1. Решить систему


[image: image737.wmf]2
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Характеристическое уравнение 
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имеет корни 
[image: image740.wmf]12
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. Исходя из структуры общего решения, будем искать решения в виде
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Коэффициенты 
[image: image743.wmf]12
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 выразим через 
[image: image744.wmf]12
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Таким образом, общее решение имеет вид
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Пример 2. Решить систему
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Характеристическое уравнение 


[image: image750.wmf]11
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имеет  один кратный корень 
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Подставляя эти функции в систему, получаем


[image: image755.wmf]2121212
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях  t, получаем 
[image: image757.wmf]112
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Пример 3.  Решить систему 
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34

dx

xy

dt

dy

xy

dt

ì

=-

ï

ï

í

ï

=+

ï

î

.
Характеристическое уравнение 
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Корни комплексные сопряженные. Определяем собственные векторы.

При 
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 получаем систему уравнений


[image: image765.wmf]12

12

330

330

ipp

pip

-=

ì

í

+=

î

.

Таким образом,  
[image: image766.wmf]21
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При 
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 получаем систему уравнений
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Отсюда находим собственный вектор 
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Фундаментальная система решений:

Для 
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Для 
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Получаем общее решение
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Полагая 
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y'' + p · y' + q · y = f(x)








y'' + py' + qy = eax · (Pn(x) ·cos βx + Qn(x) ·sin βx)








y* = xr · eax · (M1(x) ·cos βx + N1(x) ·sin βx)
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